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Abstract
We regard the Riemannian contact manifolds as hn-flat manifolds endowed with a natural metric
(hn is the Heisenberg Lie algebra). This approach points out a special connection on such a manifold.
We briefly study this connection, showing the thorough similarity of Sasakian and Kaehlerian condi-
tions. We give a classification of complete Sasakian manifolds with constant holomorphic sectional
curvature. 2002 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.
Résumé
Nous considérons les variétés de contact riemanniennes comme des variétés plates relativement
à l’algèbre de Lie de Heisenberg hn. Ce point de vue focalise l’attention sur un type particulier de
connexion sur ces variétés. Nous étudions sommairement cette connexion, soulignant le parallélisme
profond qui apparaît entre les cas sasakiens et kæhlériens. Nous donnons une classification des va-
riétés sasakiennes complètes pour lesquelles la courbure sectionnelle holomorphe de cette connexion
est constante. 2002 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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Introduction
Il est d’usage courant d’étudier la géométrie d’une variété portant une certaine structure
en munissant cette variété d’une métrique auxiliaire dite compatible. Alors que cette
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méthode est très élégante pour les variétés symplectiques, et conduit naturellement aux
variétés kæhlériennes, elle est moins agréable pour les structures de contact.
Nous proposons ici une approche des variétés de contact riemanniennes, basée sur la
notion de variété plate relativement à une algèbre de Lie, qui introduit naturellement un
type de connexion particulièrement adapté à ce problème. De manière plus précise, nous
considérons une variété munie d’une forme de contact comme modelée sur le groupe de
Heisenberg Hn ; la (−)-connexion de Cartan–Schouten de ce groupe joue un rôle décisif
pour la structure de contact canonique de Hn. Le parallèle avec les variétés symplectiques
riemanniennes devient frappant (théorème 1).
Nous donnons une classification très simple des variétés sasakiennes à « courbure
sectionnelle holomorphe » constante : la naturalité du résultat (théorème 4) montre, nous
semble-t-il, la pertinence de la connexion ainsi introduite.
1. Variétés h-plates et formes de contact
Soit h une algèbre de Lie de dimension finie n, que le choix d’une base (e1, . . . , en)
permettra d’identifier à Rn, et soit G un sous groupe de Lie du groupe des automorphismes
de h.
Si V est une variété de dimension n, une G-structure EG(V ) sur V (c’est à dire
une réduction à G du fibré des repères linéaires de V ) définit en chaque point x ∈ V
une structure d’algèbre de Lie isomorphe à h sur l’espace vectoriel TxV , d’ù un tenseur
τ :T V ⊗ T V → T V , que nous appellerons tenseur de structure de EG(V ).
Par exemple, si H est un groupe de Lie d’algèbre de Lie h, la base (e1, . . . , en) définit
surH un parallélisme invariant à gauche dont l’agrandissement àG fournit uneG-structure
EoG(H) qui nous servira de modèle dans la suite. Le tenseur de structure τ
o est ici défini
dans chaque espace tangent comme le transporté du crochet de h= TeH par les translations
à gauche.
Dans ces conditions, une G-structureEG(V ) sur V est dite h-plate si elle est localement
équivalente àEoG(H). La variété V est dite h-plate s’il existe sur V une telle structure (pour
un certain groupe G d’automorphismes de h).
La h-platitude de EG(V ) se traduit de la façon suivante : au voisinage de chaque point
x ∈ V existent n champs de vecteurs X1, . . . ,Xn linéairement indépendants, définissant
une section locale de EG(V ), et tels que
(1 i, j  n) τ(Xi,Xj )= [Xi,Xj ].
On peut regarder une telle section locale comme une connexion linéaire locale sans
courbure sur V . Le tenseur de torsion de cette connexion est −τ . Nous appellerons une
telle connexion une (−)-connexion (en référence à ces connexions sur le groupe de Lie
modèle H introduites par Cartan et Schouten [4]). En recollant de telles (−)-connexions
sans courbure locales, on obtient sur V des (−)-connexions globales (admettant bien sûr
une courbure non nulle en général). Ainsi, toute variété h-plate admet des (−)-connexions.
Exemple 1. Si h est l’algèbre de Lie abélienne Rn, on n’a aucune contrainte sur le choix
de G, et le tenseur de structure τ est nul. Une G-structure Rn-plate est une G-structure
C. Albert / Bull. Sci. math. 126 (2002) 97–113 99
plate au sens usuel : les trivialisations locales (X1, . . . ,Xn) sont ici des systèmes de
coordonnées adaptées.
Exemple 2. Si h = hn, algèbre de Lie de Heisenberg de dimension 2n + 1, prenons
(e0, e1, . . . , e2n) comme base avec les crochets
(i > 0) [e0, ei] = 0 et
(1 i < j  2n) [ei, ej ] =
{
e0 si j = n+ i,
0 sinon,
et pour groupe G le groupe des automorphismes laissant invariant le vecteur e0.
Matriciellement,
G=
( 1 O
O SPn
)
de sorte que G est isomorphe au groupe symplectique SPn.
Une G-structure hn-plate EG(V ) n’est rien d’autre qu’une forme de contact θ sur V :
si (θ0, θ1, . . . θ2n) est la base de hn duale de (e0, . . . , e2n), on a
dθ0 =−
∑
1jn
θj ∧ θn+j
de sorte que θ0 est une forme de contact invariante à gauche sur le groupe de
HeisenbergHn. La forme θ sur V s’obtient en y transportant θ0 par les équivalences locales
de EG(V ) et EoG(Hn). Le tenseur de structure τ est donné par
τ (X,Y )=−dθ(X,Y )R
pour tous X,Y ∈ T V , R étant le champ de Reeb de la forme de contact θ . Réciproquement,
θ étant donnée sur V , les repères distingués constituant EG(V ) sont les (X0,X1, . . . ,X2n)
où X0 = R et (X1, . . . ,X2n) est une base du champ de contact C = kerθ adaptée à la
structure symplectique σ =−dθ :
(1 i < j  2n) dθ(Xi,Xj )=
{−1 si j = n+ i,
0 sinon.
Cet exemple, central dans la suite, permet de focaliser l’attention, (V ; θ) étant une variété
munie d’une forme de contact, sur le tenseur de structure τ ci-dessus, et en particulier sur
les (−)-connexions sur V .
2. Métriques compatibles et (−)-connexions métriques
Soit (V ; θ) une variété munie d’une forme de contact, Eθ = ESPn(V ) la SPn-structure
hn-plate correspondante. Une métrique g sur V est dite compatible si elle correspond à
une réduction de Eθ à un sous-groupe compact maximal de son groupe structural : elle est
donc donnée par une Un-réduction Eg de Eθ . Pour une telle métrique, il est clair que le
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feuilletage de V par le champ de Reeb R est orthogonal au champ de contact C , et que la
restriction de g à C est compatible avec la structure symplectique de C . Plus précisément :
Proposition 1. Soit g une métrique sur V , et définissons le tenseur J sur V par
dθ(X,Y )= g(X,JY ).
Alors g est compatible avec θ si, et seulement si, J vérifie, pour tous X,Y ∈ T V
(i) θ(JX)= 0,
(ii) dθ(JX,JY )= dθ(X,Y ),
(iii) J 2X =−X+ θ(X)R.
On remarque que si g est compatible, JR = 0, C est stable par J , et pour tout X ∈ T V
θ(X)= g(R,X).
La notion de métrique compatible obtenue ici coïncide avec celle introduite sur les variétés
de contact par exemple par Blair [3].
Nous appellerons dans toute la suite variété de contact riemannienne (V ; θ;g) toute
variété de contact (V ; θ) munie d’une métrique compatible g. Si (V ; θ;g) est une telle
variété, il existe sur V une unique (−)-connexion ∇ vérifiant ∇g = 0. ∇ est la (−)-
connexion métrique de (V ; θ;g). Elle n’est pas en général une connexion adaptée au fibré
Eθ (c’est à dire une connexion sur le fibré Eθ → V ).
Proposition 2. La (−)-connexion métrique ∇ d’une variété de contact riemannienne
(V ; θ;g) vérifie
∇RR = 0, ∇Rθ = 0, ∇R(dθ)= 0, ∇RJ = 0.
De plus, si X,Y ∈ T V
θ(∇XR)= 0, (∇Xθ)R = 0, g(∇XR,Y )= 12 (LRg)(X,Y ).
Les vérifications sont immédiates. On en déduit
Proposition 3. Sur une variété (V ; θ;g), les conditions suivantes sont équivalentes
(i) ∇θ = 0,
(ii) ∇R = 0,
(iii) LRg = 0,
(iv) LRJ = 0.
On dira dans la suite que la variété de contact riemannienne (V ; θ;g) est à forme
parallèle si elle vérifie ces propriétés.
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Un premier résultat fondamental est donné par
Théorème 1. Soit (V ; θ;g) une variété de contact riemannienne de (−)-connexion
métrique ∇ . Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) ∇J = 0,
(ii) [J,J ] = τ ,
(iii) ∇ est adaptée au sous-fibré Eg du fibré des repères de V .
De plus, si ces conditions sont vérifiées, (V ; θ;g) est à forme parallèle.
La variété de contact riemannienne (V ; θ;g) est appelée une variété sasakienne si elle
vérifie ces conditions.
Preuve. La connexion ∇ est adaptée à Eg si, et seulement si, elle est adaptée à Eθ , c’est à
dire vérifie ∇τ = 0 et ∇θ = 0. Or la condition (i) est équivalente à ∇(dθ)= 0, et comme
pour X,Y ∈ T V
g
(
(∇XJ )R,JY
)= g(∇XR,Y )
elle entraîne ∇R = 0. Donc (i) entraîne (iii) et toute variété sasakienne est à forme
parallèle.
Réciproquement, si ∇τ = 0, on a si X,Y,Z ∈ T V
dθ(X,Y )∇ZR +
(∇Z(dθ))(X,Y )R = 0
d’où, en appliquant θ aux deux membres, ∇Z(dθ)= 0, ce qui montre que (i) et (iii) sont
équivalents.
Reste à montrer l’équivalence de (i) et (ii). Notons N = [J,J ] − τ , c’est à dire si
X,Y ∈ T V
N(X,Y ) = [JX,JY ] − J [JX,Y ] − J [X,JY ] − [X,Y ]
+ θ([X,Y ])R + dθ(X,Y )R.
En particulier
N(R,Y )=−J ((LRJ )Y ).
Comme (LRJ )Y ∈ C pour tout Y ∈ T V , on obtient
N(R,−)= 0⇐⇒ LRJ = 0.
Si maintenant (R =X0,X1, . . . ,X2n) est une section locale de Eg , on a
(0 < i, j) g
(
N(Xi,Xj ),R
)= 0
et
(0 < i, j, k) g
(
N(Xi,Xj ), JXk
)= g((∇XkJ )Xi,Xj )
de sorte que ∇J = 0⇒N = 0.
Réciproquement, si N = 0, on a LRJ = 0, donc LRg = 0 et avec les mêmes notations
que ci-dessus
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g
(
(∇RJ )Xi,Xj
)= 0,
g
(
(∇XkJ )R,Xj
)= 1
2
(LRg)(Xk, JXj )= 0,
g
(
(∇XkJ
)
Xj,R
)=−1
2
(LRg)(Xk, JXj )= 0,
et donc ∇J = 0. ✷
Exemple 3. Sur Hn = R2n+1 muni de la structure modèle θ0, soit (X0,X1, . . . ,X2n) le
parallélisme invariant à gauche défini par la base (e0, e1, . . . , e2n) de hn. Si g0 est la
métrique qui rend ce parallélisme orthonormé, la (−)-connexion métrique ∇0 est donnée
par
(0 i, j  2n) ∇0XiXj = 0
(c’est la (−)-connexion de Cartan–Schouten sur Hn). La variété de contact riemannienne
(Hn; θ0;g0) est sasakienne.
Pour tout réel ε, la métrique gε définie par
(0 i, j  2n) gε(Xi,Xj )=

0 si i = j ,
1 si i = j = 0,
eεx
0
si 1 i = j  n,
e−εx0 si n+ 1 i = j  2n,
(où (x0, x1, . . . , x2n) sont les coordonnées canoniques sur R2n+1) définit une nouvelle
variété de contact riemannienne (Hn; θ0;gε) qui n’est pas à forme parallèle (et n’est pas a
fortiori sasakienne) si ε = 0.
Exemple 4. Considérons surR3 la forme de contact θb donnée en coordonnées cylindriques
(r,α, z) par
θb = r sin r dα + cos r dz
avec un prolongement évident en l’origine (structure vrillée de Bennequin [2]). Il n’existe
pas de métrique g compatible sur (R3; θb) qui fasse de (R3; θb;g) une variété sasakienne :
le champ de Reeb Rb de θb est donné par
Rb = sin r
r + sin r cos r
∂
∂α
+ sin r + r cos r
r + sin r cos r
∂
∂z
.
Si r0 est la racine dans [0,π] de l’équation
sin r + r cos r = 0
les trajectoires pour r ∈ [0,π] de Rb sont des hélices circulaires tracées sur le cylindre
(r = cste), dégénérées en des droites verticales si r = 0 ou r = π , en des cercles
horizontaux si r = r0. La présence, pour des points arbitrairement proches, d’orbites
circulaires et d’orbites hélicoïdales interdit à Rb d’être un champ de Killing pour une
métrique définissant sur R3 la topologie usuelle.
C. Albert / Bull. Sci. math. 126 (2002) 97–113 103
Si (V ; θ) est une variété munie d’une forme de contact, la variété symplectifiée de (V ; θ)
est la variété symplectique (V˜ ;σ) ù V˜ = V ×R et σ =−dθ˜ avec θ˜(x,t)= et θx . Si (V ; θ;g)
est une variété de contact riemannienne, la métrique g admet un prolongement naturel g˜
sur V˜ , obtenu de la façon suivante : si T = ∂
∂t
, tout vecteur tangent à V˜ s’écrit X+ λT où
X ∈ T V et λ ∈R, et on pose
(X,Y ∈ T V )

g˜(X,Y )= et g(X,Y ),
g˜(T ,X)= 0,
g˜(T , T )= et .
Ainsi, g est la métrique induite par g˜ sur la sous-variétéV = V ×{0} de V˜ . g˜ est compatible
avec la forme symplectique σ , le tenseur associé J˜ défini par σ(−,−)= g˜(J˜−,−) étant
(X ∈ T V )
{
J˜X = JX+ θ(X)T ,
J˜ T =−R.
On a alors
Proposition 4. La variété de contact riemannienne (V ; θ;g) est sasakienne si, et seulement
si, sa symplectifiée (V˜ ;σ ; g˜) est kæhlérienne.
Preuve. Un calcul immédiat montre que si X,Y ∈ T V{ [J˜ , J˜ ](X,Y )= ([J,J ] − τ )(X,Y ),
[J˜ , J˜ ](T ,X)= ([J,J ] − τ )(R,JX),
ce qui donne immédiatement le résultat. ✷
C’est par cette propriété que les variétés sasakiennes sont caractérisées, par exemple
dans [3], et donc la notion de variété sasakienne donnée ici est la notion usuelle.
3. Quelques propriétés de la (−)-connexion métrique
Soit (V ; θ;g) une variété de contact riemannienne, et notons pour tout X ∈ T V
SX =∇XR.
On définit ainsi un tenseur S :C → C dont la nullité signifie que (V ; θ;g) est à forme
parallèle, et vérifiant
(X,Y ∈ T V ) g(SX,Y )= 1
2
(LRg)(X,Y )
d’ù il résulte que
g(SX,Y )= g(X,SY )
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S est g-symétrique, et donc diagonalisable dans une base locale g-orthonormée de C .
De plus, si X,Y ∈ C 2g(X,SJY ) = g(X, (LRJ )Y ) et donc S = 12LRJ · J , de sorte que
SJ + JS = 0. On en déduit
Proposition 5. Soit (V ; θ;g) une variété de contact riemannienne. Il existe, au voisinage
de chaque point de V une section locale (R =X0,X1, . . . ,X2n) de Eg formée de vecteurs
propres de S, avec si SXi = λiXi
(1 i  n) λn+i =−λi.
En particulier, le tenseur S est de trace nulle en chaque point.
Nous dirons dans la suite qu’un telle section (X0, . . . ,X2n) est une trivialisation locale
S-propre de Eg .
Indiquons par le symbôle $ la sommation sur les permutations circulaires des indices.
Proposition 6. La courbure K de la (−)-connexion métrique ∇ sur la variété de contact
riemannienne (V ; θ;g) vérifie, si X,Y,Z,X1, Y1 sont des vecteurs tangents
$
X,Y,Z
K(X,Y )Z = $
X,Y,Z
dθ(X,Y )SZ,
g
(
K(X,Y )Y1,X1
)− g(K(X1, Y1)Y,X)
= dθ(X,X1)g(SY,Y1)+ dθ(Y,Y1)g(SX,X1)
− dθ(X,Y1)g(SX1, Y )− dθ(Y,X1)g(SX,Y1).
En particulier, les relations
$
X,Y,Z
K(X,Y )Z = 0,
g
(
K(X,Y )Y1,X1
)= g(K(X1, Y1)Y,X)
sont vraies dès que l’un des vecteurs X,Y,Z,X1, Y1 est colinéaire à R.
Preuve. La première identité de Bianchi pour ∇ donne, puisque τ est un crochet de Lie
$
X,Y,Z
K(X,Y )Z =− $
X,Y,Z
(∇Xτ)(Y,Z).
D’autre part
− $
X,Y,Z
(∇Xτ)(Y,Z)= $
X,Y,Z
dθ(Y,Z)SX− $
X,Y,Z
(∇X(dθ))(Y,Z)
et ce dernier terme est nul puisque
dθ(∇XY,Z)+ dθ(Z,∇YX)= dθ
([X,Y ],Z).
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Pour obtenir la deuxième égalité, on note, si Y1, Y2, Y3, Y4 ∈ T V
A(Y1, Y2, Y3, Y4) = g
( $
1,2,3
K(Y1, Y2)Y3, Y4
)
= $
1,2,3
dθ(Y1, Y2)g(SY3, Y4).
En évaluant selon ces deux écritures l’expression
A(Y1, Y2, Y3, Y4)−A(Y2, Y3, Y4, Y1)−A(Y3, Y4, Y1, Y2)+A(Y4, Y3, Y2, Y1)
on obtient l’identité cherchée. ✷
Si Px est un plan de TxV dont (X,Y ) est une base g-orthonormale, notons
Sec(Px)= Sec(X,Y )= g
(
K(X,Y )Y,X
)
la courbure sectionnelle de Px . Notons Ric le tenseur de Ricci de ∇ .
Proposition 7. Si (V ; θ;g) est une variété de contact riemannienne, pour tout X ∈ C
K(R,X)R = S2X+ (LRS)X.
De plus, si (R =X0,X1, . . . ,X2n) est une trivialisation locale S-propre de Eg
Sec(R,Xi)=−
(
λ2i +Rλi
)
,
Ric(R,R)=−
∑
1in
λ2i .
Corollaire.
(1) Si (V ; θ;g) est à forme parallèle, Sec(Px) = 0 dès que Px est un plan de TxV
contenant R.
(2) Pour toute variété de contact riemannienne, on a Ric(R,R)  0, l’égalité n’ayant
lieu que si (V ; θ;g) est à forme parallèle.
Pour terminer ce paragraphe, comparons la connexion de Levi-Civita ˚∇ de g et la (−)-
connexion ∇ . On a le « dictionnaire » suivant, où X,Y ∈ C
˚∇RR =∇RR = 0,
˚∇RX=∇RX− 12JX,
˚∇XR =∇XR− 12JX,
˚∇XY =∇XY − 12g(X,JY )R.
En particulier, le fait que (V ; θ;g) soit sasakienne se traduit par
(X,Y ∈ T V ) ( ˚∇XJ )Y = 12
(
g(X,Y )R− θ(Y )X)
et si (R = X0,X1, . . . ,X2n) est une section locale de Eg , la courbure sectionnelle ˚Sec de
˚∇ est donnée par
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(1 i  2n) ˚Sec(R,Xi)= Sec(R,Xi)+ 14 − g(SXi , JXi),
(1 i < j  2n) ˚Sec(Xi,Xj )=
{Sec(Xi,Xj ) si j = n+ i,
Sec(Xi,Xn+i )− 34 si j = n+ i.
4. Quelques exemples
4.1. Variétés de dimension 3
Le cas des variétés de dimension 3 mérite une attention particulière :
Une variété de contact riemannienne (V ; θ;g) de dimension 3 est sasakienne si, et
seulement si, elle est à forme parallèle.
En effet, si (R =X0,X1,X2) est une section locale de Eg , introduisons les coefficients
locaux
a1 = dθ
([X1,X2],X1), a2 = dθ([X1,X2],X2),
b1 = dθ
([R,X1],X1), b2 = dθ([R,X2],X2),
b0 = dθ
([R,X1],X2)= dθ([R,X2],X1),
c1 = 12 (b1 − b2), c2 =
1
2
(b1 + b2).
Ces coefficients, liés par les relations
a1b0 − a2b1 +Ra1 −X1b0 +X2b1 = 0,
a2b0 − a1b2 −Ra2 −X2b0 +X1b2 = 0
permettent des calculs explicites. En particulier, si (θ, θ1, θ2) est le champ de corepères
dual de (X0,X1,X2){∇X1θ =−b0θ1 + c1θ2,
∇X2θ = c1θ1 + b0θ2,
et {∇X1(dθ)= c1 θ ∧ θ1 + b0 θ ∧ θ2,
∇X2(dθ)= b0 θ ∧ θ1 + c1 θ ∧ θ2,
de sorte que ∇θ = 0⇔∇(dθ)= 0⇔ b0 = c1 = 0. On notera également que
Sec(C)= Sec(X1,X2)=−a21 − a22 + b20 + c21 + c2 +X1a1 +X2a2.
Exemple 5. Sur le groupe de Heisenberg H1, le parallélisme invariant à gauche défini
par la base (e0, e1, e2) introduite plus haut est associé à une métrique pour laquelle les
coefficients a1, a2, b0, b1, b2 sont tous nuls. On a en particulier
Sec(C)= 0.
Exemple 6. Sur le groupe de Lie SU2, le parallélisme invariant à gauche défini par
X0 =
( i
2 0
0 − i2
)
, X1 =
( 0 12
− 12 0
)
, X2 =
( 0 i2
i
2 0
)
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vérifie [X1,X2] = X0, et les relations obtenues par permutations circulaires de (0,1,2).
Le champ de corepères dual (θ0, θ1, θ2) est constitué de trois formes de contact iso-
morphes (formes de contact standard sur S3). On obtient les valeurs des coefficients
a1 = a2 = b0 = 0 et b1 = b2 = 1. La métrique qui rend ce parallélisme orthonormal est
donc sasakienne et on a
Sec(C)= 1.
Exemple 7. Sur le groupe de Lie SL2(R), le parallélisme invariant à gauche défini par
X0 =
( 0 12
− 12 0
)
, X1 =
( 1
2 0
0 − 12
)
, X2 =
( 0 12
1
2 0
)
vérifie les relations
[X1,X2] =X0, [X0,X1] = −X2, [X0,X2] =X1.
Si on note (θ0, θ1, θ2) le champ de corepères dual, la forme θ = θ0 est une forme de
contact sur SL2(R), et la métrique qui rend ce parallélisme orthonormal a pour coefficients
a1 = a2 = b0 = 0 et b1 = b2 =−1. Cette métrique est donc sasakienne et
Sec(C)=−1.
4.2. Variété de 1-jets et fibré cotangent
SiM une variété de dimension n, notons J 1M la variété des jets d’ordre 1 d’applications
différentiables de M dans R. On a J 1M = R × T M , et la forme de contact usuelle
θ sur J 1M est θ = dt + θ ′, ù t est la coordonnée sur R et θ ′ la forme de Liouville
sur T M . Le champ de Reeb est ici R = ∂
∂t
. Ecrivons tout vecteur X ∈ T J 1M sous la
forme X = λR +X′ où X′ ∈ T T M et λ ∈R. Si g est une métrique compatible sur J 1M ,
les relations g(R,R)= 1 et g(R,X) = θ ′X′ montrent que g est complètement définie par
sa restriction à T M . Sur T M , la métrique induite g n’est pas compatible avec la forme
symplectique σ ′ = −dθ ′, mais la métrique g′ qui lui est associée par
g′(X′, Y ′)= g(X′, Y ′)− θ ′(X′)θ ′(Y ′)
l’est. Le tenseur J ′ correspondant au couple (σ ′, g′) sur T M et le tenseur J correspondant
à (θ;g) sur J 1M sont reliés par
JX =−θ ′(J ′X′)R + J ′X′.
On a avec ces notations([J,J ] − τ )(R,X′)= 0,([J,J ] − τ )(X′, Y ′)= [J ′, J ′](X′, Y ′)+ θ ′([J ′, J ′](X′, Y ′))R,
de sorte que
Proposition 8. Il existe une bijection canonique g → g′ de l’ensemble des métriques
adaptées sur la variété de contact (J 1M; θ), sur l’ensemble des métriques adaptées sur
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la variété symplectique (T M;σ ′). Dans cette bijection, (J 1M; θ;g) est sasakienne si, et
seulement si, (T M;σ ′;g′) est kæhlérienne.
Corollaire. Pour toute variété M , le fibré J 1M avec sa forme de contact canonique admet
une structure sasakienne.
En effet, d’après un résultat de Gromov et Heliashberg, il existe toujours sur un fibré
cotangent muni de sa forme symplectique canonique une métrique qui en fasse une variété
kæhlérienne [6].
4.3. Quantification géométrique d’une variété symplectique riemannienne
Soit (W ;σ ;h) une variété symplectique munie d’une métrique h compatible. Suppo-
sons que la classe de cohomologie [σ ] de la forme symplectique soit dans l’image du
morphisme naturel
H 2(W ;Z)→H 2(W ;R).
Alors [11] il existe une quantification géométrique (V ; θ) de (W ;σ), c’est à dire un S1-
fibré principal π :V →W muni d’une forme de connexion θ de courbure dθ =−π∗σ . La
forme θ est une forme de contact sur V dont le champ de Reeb R est le champ vertical
correspondant à l’action de S1.
Posons, si X,X′ ∈ T V
g(X,X′)= h(π∗X,π∗X′)+ θ(X)θ(X′).
On définit ainsi une métrique compatible g sur (V ; θ). Si (Y1, . . . , Y2n) est une
trivialisation locale h-orthonormale du fibré des repères de W adaptés à la forme
symplectique σ , on obtient une trivialisation g-orthonormale de Eθ en considérant les
vecteurs (R,X1, . . . ,X2n) où Xj = Yj , relevé θ -horizontal de Yj . Si J est le tenseur de
comparaison de h et σ sur W , le tenseur J correspondant sur V est donné par
JR = 0 et JXj = J Yj
et {([J,J ] − τ )(R,Xj )= 0,([J,J ] − τ )(Xi,Xj )= [J ,J ](Yi, Yj ),
de sorte que
Proposition 9. Si (W ;σ ;h) est une variété symplectique riemannienne quantifiable, la
métrique h admet un relèvement naturel g qui fait de sa quantification géométrique (V ; θ)
une variété de contact riemannienne. (V ; θ;g) est alors sasakienne si, et seulement si,
(W ;σ ;h) est kæhlérienne.
4.4. Fibré unitaire cotangent d’une surface de Riemann
Soit (S;h) une surface de Riemann, et désignons par V = SS le fibré des 1-formes de
norme 1 sur S. La restriction θ à V de la forme de Liouville est une forme de contact sur V .
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Comme la donnée d’une 1-forme de norme 1 en y ∈ S est la même chose que celle d’une
base orthonormale directe de TyS, on peut aussi regarder V comme le fibré des repères
orthonormés directs de (S;h). A ce titre V est un S1-fibré principal sur S, et est muni d’un
champ de vecteurs vertical standard Z.
Sur un ouvert U de S muni d’une trivialisation orthonormale directe (Y1, Y2) de T S, de
trivialisation duale (η1, η2) de T S, notons
[Y1, Y2] = γ1Y1 + γ2Y2.
Si z ∈ T S|U , on a z = p1η1 + p2η2 avec p21 + p22 = 1. Introduisons les coordonnées
polaires (r, t) dans les fibres (p1 = r cos t, p2 = r sin t) de sorte que Z = ∂∂t et θ =
cos t η1 + sin t η2. Les relevés horizontaux Y1 et Y2 de Y1 et Y2 pour la connexion de
Levi-Civita de (S;h) s’écrivent{
Y1 = Y1 + γ1Z,
Y2 = Y2 + γ2Z,
et sont donc des champs adaptés à V . On note de la même manière leurs restrictions à V .
Par ailleurs, θ ′ = LZθ est une autre forme de contact sur V , de champ de Reeb R′ = LZR.
Finalement, le fibré V est trivialisé par (R,Z,R′) et C par (Z,R′), et de plus on a les
crochets
[Z,R] =R′,
[Z,R′] = −R,
[R,R′] = kZ,
où k est la courbure de (S;h). Remarquons que dans le cas particulier où (S;h) est
complète et à courbure k constante, la variété V est ainsi munie d’une structure de groupe
de LieGk de dimension 3 pour laquelle θ est invariante à gauche. Dans les cas k = 1, k = 0,
k =−1, on obtient comme algèbre de Lie de V respectivement su2, R2  so2, sl2(R).
Un relèvement naturel g0 de h dans V consiste à prendre (R,R′,Z) comme repère
orthonormé direct, c’est à dire au dessus de U
g0(Yi , Yj )= h(Yi, Yj ),
g0(Z,Yi)= 0,
g0(Z,Z)= 1.
Le parallélisme (R,R′,Z) donne avec les notations de 4.1
a1 = a2 = 0, b0 = 0, b1 = k, c1 = k − 12 , c2 =
k + 1
2
,
ce qui montre que (V ; θ;g0) est sasakienne si, et seulement si, k = 1.(∗)
Soit maintenant g une métrique compatible arbitraire sur (V ; θ). Posons
ρ =√g(R′,R′) et X1 = 1
ρ
R′.
(∗) On comparera avec le relevé h˜ de h dans T S défini de manière analogue dans [5], et qui fait de (T S;σ ; h˜)
une variété kæhlérienne si, et seulement si, k = 0.
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On obtient une trivialisation globale orthonormale directe de T V en considérant (R,X1,
X2) où X2 est défini par les conditions θ(X2) = 0 et dθ(X1,X2) = −1 ce qui s’écrit
X2 = fR′ + ρZ où f est une fonction différentiable sur V . En d’autres termes, une
métrique compatible g sur (V ; θ) est définie par un couple de fonctions différentiables
(f ;ρ) sur V avec la seule condition ρ > 0. La condition « (V ; θ;g) sasakienne » s’écrit
alors 
kf +Rρ = 0,
Rf − ρ =− k
ρ3
.
La solution f = 0 n’est possible que si k est une constante strictement positive. Si k est
partout non nulle, ces conditions s’écrivent
f =−Rρ
k
,
k
ρ3
= R
2ρ
k
+ ρ − Rρ.Rk
k2
.
En un point critique de la fonction ρ, on aura donc R2ρ = k2−kρ4
ρ3
, expression qui est
toujours strictement positive si k < 0. Ceci est impossible si la surface S est compacte :
Proposition 10. Si (S;h) est une surface de Riemann compacte à courbure partout
strictement négative, la variété de contact (SS; θ) n’admet pas de métrique sasakienne.
5. Courbure des (−)-connexions sasakiennes
Dans ce paragraphe, (V ; θ;g) est une variété sasakienne de (−)-connexion ∇ . La
relation ∇J = 0 entraîne les propriétés suivantes :
Proposition 11. Le tenseur de courbure K , la courbure sectionnelle Sec et le tenseur de
Ricci Ric de la (−)-connexion ∇ vérifient, si X,Y,Z,X1, Y1 ∈ T V
(1) $
X,Y,Z
K(X,Y )Z = 0,
(2) $
X,Y,Z
(∇XK)(Y,Z)= 0,
(3) g(K(X,Y )Y1,X1)= g(K(X1, Y1)X,Y ),
(4) K(X,Y ) ◦ J = J ◦K(X,Y ),
(5) Sec(X,Y )= Sec(JX,JY ),
(6) Ric(X,Y )= Ric(JX,JY ).
Corollaire. Pour tous X,Y ∈ T V
(1) K(R,X)= 0,
(2) K(X,Y )R = 0.
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En d’autres termes, la courbure de la (−)-connexion d’une variété sasakienne ne fait
intervenir que le champ de contact C . Une première conséquence de cette propriété apparaît
au niveau des classes de Chern d’une variété sasakienne : si (V ; θ;g) est une variété de
contact riemannienne, les classes caractéristiques du Un-fibré principal Eg ne dépendent
pas de la métrique g, mais seulement de la variété de contact (V ; θ) (cf. [13]). Ce sont
les classes de Chern de (V ; θ). S’il existe sur (V ; θ) une métrique g sasakienne, ces
classes peuvent être calculées en utilisant la courbure de la (−)-connexion∇ puisque cette
connexion est adaptée au fibré Eg . Le corollaire ci-dessus montre que si φj est la jème
polynôme de Chern, la 2j -formeφj (K) ainsi obtenue vérifie iRφj (K)= 0. Appelons cycle
R-invariant de (V ; θ) toute sous-variété compacte Σ de V telle que Rx ∈ TxΣ pour tout
x ∈Σ . On obtient :
Théorème 2. Soit (V ; θ) une variété de contact compacte. Une condition nécessaire pour
qu’il existe sur (V ; θ) une métrique sasakienne est que pour tout j ∈ {1, . . . , n} et tout
2j -cycle R-invariant Σ2j de (V ; θ), la classe de Chern cj (V ; θ) vérifie
cj (V ; θ); [Σ2j ] = 0.
Une autre conséquence de ces propriétés du tenseur de courbure est que le « tenseur de
courbure à quatre arguments » g(K(X,Y )Y1,X1) a les mêmes propriétés de symétrie et
d’antisymétrie que son analogue en géométrie kæhlérienne. On peut alors, en utilisant les
mêmes raisonnements algèbriques que dans le cas kæhlérien (voir par exemple [7]), définir
la courbure sectionnelle holomorphe de ∇ en utilisant la structure complexe définie par
J sur C (on associe à tout vecteur X ∈ C unitaire la courbure sectionnelle Sec(X,JX) du
plan complexe engendré par X), et constater que le tenseur de courbure K est entièrement
défini par la courbure sectionnelle holomorphe. En particulier, on dira que (V ; θ;g) est
à courbure sectionnelle holomorphe constante κ si pour tout X unitaire dans C on a
Sec(X,JX)= κ . On a alors :
Proposition 12. Si la variété sasakienne (V ; θ;g) est à courbure sectionnelle holomorphe
constante κ , son tenseur de courbure est donné par
K(X,Y )Z = κ
4
(
g(Y,Z)X − g(X,Z)Y + g(X,JZ)JY
− g(Y,JZ)JX+ 2g(X,JY )JZ)
pour tous X,Y,Z ∈ C .
Remarque. Ce type de raisonnement montre que sur une variété sasakienne de dimension
 5, s’il existe une fonction κ :V → R telle que pour tout plan complexe Px ⊂ Cx on ait
Sec(Px)= κ(x), alors κ est constante, et donc V est à courbure sectionnelle holomorphe
constante.
Sur le Un-fibré principal π :Eg → V , considérons le parallélisme défini par la
connexion ∇ : pour tout u ∈ hn notons Zu le champ géodésique associé à u, et pour tout
A ∈ un, ZA le champ vertical correspondant. Le champ Ze0 est projetable sur V et est le
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relevé naturel dansEg deR (remarquer queR est un automorphisme infinitésimal de la Un-
structure Eg). On a de plus, si u ∈ hn et A,B ∈ un [ZA,Zu] = ZAu et [ZA,ZB] = Z[A,B]
et, puisque ∇ est une (−)-connexion, pour tous u,v ∈ hn π∗([Zu,Zv] − Z[u,v]) = 0.
Ecrivons hn = R⊕ Cn, un agissant sur le facteur Cn, et soit A0 l’élément iIn de un. En
posant, si u ∈Cn et A ∈ un
JZu =Ziu,
JZe0 =ZA0,
JZA = in (traceA)Ze0,
on définit sur Eg un tenseur J invariant par SUn, donc projetable sur Eg/SUn en un
tenseur J˜ , et de plus J˜ vérifie [J˜ , J˜ ] = 0. On obtient ainsi :
Théorème 3. Si (V ; θ;g) est une variété sasakienne de fibré de repères orthonormés Eg ,
la variété W = Eg/SUn est un S1-fibré principal sur V portant une structure complexe
dont le tenseur J˜ se projette sur V suivant J .
Si la connexion ∇ admet un tenseur de courbure parallèle, le parallélisme (Zu,ZA)
sur Eg est un parallélisme de Lie, puisqu’aux relations de crochets précédentes s’ajoute si
u,v ∈ hn
[Zu,Zv] = Z[u,v] +Zω[Zu,Zv]
ω désignant la forme de connexion de ∇ . C’est en particulier le cas si (V ; θ;g) est
à courbure sectionnelle holomorphe constante. Si on suppose de plus ∇ complète, ce
parallélisme de Lie est intégrable, et donc Eg porte une structure de groupe de Lie dont V
est un espace homogène d’isotropie Un. On va examiner ce cas dans la suite. Remarquons
tout d’abord que :
Remarque. Soit (V ; θ;g) une variété sasakienne. Il est facile de vérifier que pour tout réel
λ > 0, la variété (V ; θλ;gλ) où θλ = 1λθ et pour tous X,Y ∈ C
gλ(X,Y )= 1λg(X,Y ),
gλ(R,X)= 0,
gλ(R,R)= 1λ2 ,
est sasakienne. Si de plus (V ; θ;g) est à courbure sectionnelle holomorphe constante κ ,
alors (V ; θλ;gλ) est à courbure sectionnelle holomorphe constante λκ .
Quitte à utiliser cette modification, on peut, pour étudier les variétés sasakiennes à
courbure holomorphe constante κ , se ramener aux cas κ = 1, κ = 0, ou κ =−1.
• si κ = 0, le parallélisme sur Eg correspond à l’algèbre de Lie produit semi-direct
hn un. Si on suppose V connexe et simplement connexe, la structure de groupe de Lie de
Eg est alors Go =Hn Un, et V s’identifie naturellement à Go/Un =Hn. On notera que
W =Go/SUn est difféomorphe à Hn × S1 =R× S1 ×Cn.
• • si κ = +1, il n’est pas difficile de constater que l’algèbre de Lie associée au
parallélisme est un+1, et ainsi Eg = G+ = Un+1. On obtient V = Un+1/Un = S2n+1, et
W =G+/SUn est une variété de Hopf S2n+1 × S1.
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• • • si κ =−1, l’algèbre de Lie est un,1 algèbre des automorphismes infinitésimaux
de la forme hermitienne h sur Cn+1 où
h(z, z′)=−z0z′0 + z1z′1 + · · · + znz′n.
Eg = G− est alors le groupe de Lie U(n,1) unitaire pour h, et V = G−/Un = Q2n+1
est l’espace hyperbolique défini dans Cn+1 par l’équation h(z, z) = 1. La variété W =
G−/SUn est encore un produit Q2n+1 × S1.
En résumé :
Théorème 4. Soit (V ; θ;g) une variété sasakienne complète, connexe et simplement
connexe de dimension 2n+ 1 à courbure sectionnelle holomorphe constante κ . Alors
si κ = 0, V est difféomorphe à Hn =R2n+1,
si κ =+1, V est difféomorphe à S2n+1,
si κ =−1, V est difféomorphe à l’espace hyperbolique Q2n+1.
En particulier, si n = 1, Q3 = SL2(R), de sorte que les trois « modèles » qui
apparaissent ainsi sont ceux donnés dans les exemples 5, 6 et 7.
Soulignons pour terminer que si une variété sasakienne a une courbure sectionnelle
holomorphe constante, sa connexion de Levi-Civita n’a pas en général une courbure
sectionnelle constante, comme on peut le voir en utilisant les formules de comparaison
obtenues à la fin du paragraphe 3.
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